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Manfred Kronfellner, Technische Universitadt Wien

LEHRPLANGERECHTES UBEN

"Im Schulbuch sind viel zu wenig Ubungsaufgaben enthalten!"

Diese Klage ist in den Rickmeldungen, die ich als Schulbuch-
autor von Lehrern erhalte, am hdufigsten 2zu finden, sogar
zur erweiterten Neuauflage von KRONFELLNER-PESCHEK [1989],
in der in den ersten beiden Kapiteln etwa 1000(!) Aufgaben
enthalten sind. Dies entspricht - je nach Lehrstoffvertei-
lung - einem Wochenpensum von 70 bis 100 Aufgaben pro Woche.
Es kann also nicht die Gesamtzahl der Aufgaben zu gering
sein, sondern héchstens die Anzahl von Aufgaben einer ganz
bestimmten Art. Diese werden in anderen Ruckmeldungen auch
konkret gefordert: mehr (und kompliziertere) Bruchgleichun-
gen, Polynomdivisionen, u. A&.

Wozu (komplizierte) Bruchgleichungen?

Natirlich soll Jjeder Schiuler mit einfachen Brichen und
einfachen Bruchgleichungen umgehen kénnen. Er sollte die
entsprechenden Regeln beherrschen und sie verstdndig und
bewufit anwenden kénnen. Dieses 2Ziel erreicht man aber, indem
man einfache Bruchgleichungen aufgibt und neben der Rechnung
des 6fteren die verwendeten Regeln explizit angeben 1laBt.
Wenn man hingegen komplizierte Bruchgleichungen stellt, so
wird der Schiler friher oder spater das Gehirn ausschalten
und die Aufgaben nach unreflektierten Schemata abarbeiten.
Dasselbe tritt auch ein, wenn man zwar einfachere, aber zu
viele gleichartige Aufgaben unmittelbar , hintereinander
stellt.

Wozu Polynomdivisionen?

Far viele Schuler stellen sie ein undurchschaubares Koch-
rezept dar, bei dem bestenfalls die Analogie zum (ebenfalls
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fiir viele undurchschaubaren) Divisionsalgorithmus fur kon-
krete Zahlen erkannt wird. Das Argument, man brauche spater
die Polynomdivision, stimmt insofern nicht, als in allen
schulrelevanten Fallen andere, fur den Schiler leicht durch-
schaubare Verfahren verwendet werden kénnen. (Vgl. spater!)

Es ware natirlich ein erstrebenswertes Ziel, den Algorithmus
fur Schiller durchschaubar zu machen und die Analogie zu
thematisieren. Dieses Ziel erreicht man aber, wenn man an
einem Beispiel den Algorithmus erkldrt und begrundet und
diese Begrindungen - evtl. an demselben Beispiel - den
Schiilern wieder abverlangt; man erreicht dieses Ziel aber
sicher nicht, indem man die Schiller 20 (oder mehr) Polynom-
divisionen ausfihren 1last.

Obwohl hiufig die Uberfrachtung der Lehrpldne und die Zeit-
knappheit im Unterrricht beklagt werden, werden also Aufga-
ben gefordert, die nicht vorgeschrieben sind und 1letztlich
auch nirgends bendétigt werden.

Warum besteht ein so starkes Verlangen nach nach Kalkiil-
aufgaben?

Der Wunsch nach noch mehr Aufgaben, insb. Aufgaben der
genannten Art, ist ein Symptom einer weit verbreiteten
Unterrichtsideologie, derzufolge Mathematikunterricht fast
ausschlieBlich aus Aufgaben besteht, die uberwiegend auf
einem kochrezeptartigen Niveau abgearbeitet werden.

Der Hauptgrund fir dieses Erscheinungsbild des Mathematik-
unterrichts ist seine bis ins 19. Jahrhundert zurickreichen-
de Tradition, die sich u. a. in Lehrbichern' mit dem Unter-
titel "Methodisch geordnete Aufgabensammlung" manifestiert.
Diese auch heute noch bekannten und von manchen sogar als
vorbildhaft hingestellten Werke erméglichen zwar einen
Unterricht mit minimalem Vorbereitungsaufwand, ich halte sie
aber fiir eine didaktische Verfehlung ersten Ranges. Durch
die "Ordnung" und die entsprechenden Uberschriften Uber den
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einzelnen Aufgabengruppen nehmen sie den wesentlichsten
Problemldéseschritt vorweg, sodaB die Schiller dann nur noch
die Ausfihrung des durch diese Uberschriften bestimmten
Algorithmus zu leisten haben.

Das Bestreben, den Lehrstoff in Kleinstportionen zu zertei-
len, fuhrte in vielen Fallen auch 2zu einer Trennung von
mathematischer Methode und deren (sinnvolle) Anwendungen.
Dazu zweli besonders krasse Beispiele: Man glaubte friiher,
daB man vor (sinnvollen) Anwendungen der Formel

n
1+q+g°+ ... +g71= ii::ga

ein eigenes Kapitel uber endliche (arithmetische und) geo-
metrische Folgen und Reihen einschieben muS. In einem sol-
chen Kapitel muB8 dann geiibt werden, und, da man 3ja die
Anwendungen erst spadter in einem eigenen Kapitel durchnehmen
will, missen hier ad hoc anwendungsferne, sinnlose Aufgaben
erfunden werden. (2. B.: Von einer arithmetischen Reihe
kennt man das 3. und das 8. Glied ...) Ahnliches gilt fur
Abschnitte uUber Exponentialgleichungen und logarithmische
Gleichungen, die nicht selten so 1lange zelebriert werden,
bis fir sinnvolle Anwendungen (Bevdélkerungswachstum, radio-
aktiver Zerfall u.v.a.) keine Zeit mehr bleibt. (Vorschléige,
wie man diese Inhalte auch ohne den Vorspann unsinniger
Drillaufgaben unterrichten kann, findet man etwa in BURGER
et al. [1990)]), S. 71, 72, 177ff bzw. S. 117ff oder in
KRONFELLNER PESCHEK [1990], S. 93 bzw. S. 45ff.)

Es ist - zugegeben =~ nicht leicht, mit Traditionen zu bre~
chen, selbst dann, wenn fir jeden unibersehbar ist, daB sich
seit dem 19. Jahrhundert die wunterrichtljchen und gesell-
schaftlichen Rahmenbedingungen verindert haben. Es ist aber
dringend notwendig, sich der Veridnderungen auBerhalb der
Schule bewuBt zu werden und alles zu versuchen, damit diese
Veranderungen dem trdgen Apparat Schule nicht uneinholbar
davonlaufen. Fortschritt bedeutet insbesondere, Gewohnheiten
und Traditionen sich bewuft zu machen und in Frage zu stel-
len.




Zielorientierter versus inhaltsorientierter Mathematik~

unterricht

Auch im Zuge friherer Lehrplanreformen wurde versucht, die
Aufgabendidaktik und Drillmethodik 2zu eliminieren  bzw.
wenigstens zu reduzieren. Doch nicht die neuen Inhalte haben
den Mathematikunterricht verandert, sondern die Tradition
des Mathematikunterrichts hat die neuen Inhalte in das
vorhandene methodische Korsett gezwadngt und auf Kalkulniveau
heruntertransformiert: nur jene Inhalte, die durch Serien
analoger Aufgaben abgedeckt werden konnten, "uberlebten"
(Urnenaufgaben und Kombinatorik in der Stochastik, der
"Gruppenerkennungsdienst” in der Strukturmathematik, u. a.),
die, die sich nicht als Sequenzen von Analogaufgaben dar-
stellen lieBen, wurden als nicht unterrichtbar empfunden und
und fanden keinen Eingang in den Mathematikunterricht.

Das bloBe Austauschen von Inhalten zeigte also keine uber
das Inhaltliche hinausgehende Wirkung auf den Stil des
Mathematikunterrichts. Es gab zwar in friheren Lehrplanen
auch allgemeine Bildungsiiele, Bildungs- und Lehraufgabe und
didaktische Grundsatze, aber es wurden und werden praktisch
nur die aufgelisteten Inhalte als verbindlich angesehen.

Der neue Mathematiklehrplan fur die AHS (insb. fir die
Oberstufe) versucht der Dominanz der Inhalte und der Uber-
betonung kalkilhaften Arbeitens entgegenzuwirken, und zwar:

a) durch ausfihrliche Angabe von inhaltsibergreifenden
Lernzielen des Mathematikunterrichts in der Bildungs- und
Lehraufgabe,

b) durch explizite Verknipfung dieser Ziele mit konkreten
Inhalten,

c) durch ausdrickliches Vorschreiben von Themen, die bisher
nicht oder selten berucksichtigte Ziele anpeilen, '

d) durch ausdrickliche Hinweise auf Komplexitatsreduktionen,

e) durch Streichen (bzw. Nichterwahnen) von sinnlosen, aber
bisher weit verbreiteten Aufgabentypen bzw. durch "Degra-
dieren" von periphdren Inhalten zu "Allenfalls-Stoffen".
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Im folgenden sollen diese Punkte exemplarisch durch einige
Beispiele belegt werden (insbesondere fur jene KolleglInnen,
die nicht an einer AHS unterrichten; sie sind eingeladen zu
uberlegen, ob diese Ziele nicht auch auBerhalb der AHS

giltig sind).

ad a) In der Bildungs- und Lehraufgabe steht unter anderem:

Die Schiller sollen ...

- ein Bild der Mathematik gewinnen, das Verfahrens-,
Problem-, Anwendungs- und Theorieaspekte ausgewogen
reprasentiert,

- mit der Verwendung geeigneter mathematischer Texte
... vVertraut werden.

- Einsichten in die Probleme des Anwendens von Mathe-
matik - wie Probleme des Bildens von mathematischen
Modellen - gewinnen.

- Argumentieren und exaktes Arbeiten
Insb.: prazises Beschreiben von ceoe Begriffen
(Definieren), Arbeiten unter bewufiter Verwendung von
Regeln

- Darstellen und Interpretieren

~ Produktives geistiges Arbeiten
Anwenden bekannter Verfahren in teilweise neuartigen
inner- oder auBermathematischen Situationen

- Kritisches Denken
Uberprufung von Vermutungen, Erkennen von Mangeln in
Darstellungen oder Begrindungen, Erkennen der be-
schrankten Giltigkeit von Aussagen, Erkennen der
Unzulanglichkeit von mathematischen Modellen.

- Reflektieren iiber Mathematik  und mathematische
Arbeitsweisen:
Probleme des Definierens, Beweisens, der Exaktheit
erkennen,
Problemldsestrategien bewuBt verwenden,
die Veranderlichkeit mathematischer Begriffe in der
historischen und in der persénlichen Entwicklung
kennenlernen.
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Der Schiler soll befahigt werden

- Informationsquellen sachgerecht zu nutzen,

- selbstandig Wissen zu erwerben,

- Einsichten in grundlegende wissenschaftliche Verfah-
rensweisen und Denkvorstellungen zu gewinnen.

ad b) Im Anschluf an die im Lehrplan angegebenen Themen

werden in Klammern auch jene allgemeinen Z2Ziele ange-
fihrt, die im Unterricht an dieser Stelle angepeilt
werden kénnen und sollen.

Zz.B.: Anwenden reeller Funktionen in auBermathemati-
schen Situationen ( — Anwenden von Mathematik, kriti-
sches Denken, Reflektieren iber Mathematik)

Differentialquotient: Definieren des Differential-
quotienten ... (-—> Grundlegende Kenntnisse, Darstellen
und Interpretieren, Anwenden von Mathematik)

Differentiationsregeln (— Grundlegende Kenntnisse
und Fertigkeiten, Argumentieren)

(Bemerkung: nur wenn "Fertigkeiten" als Ziel angegeben
sind, ist Uben im herkémmlichen Sinn intendiert!)

ad c¢) Im neuen Lehrplan ist etwa verpflichtend vorgeschrie-

ad d)

ben: Reflektieren uber die Differentialrechnung:
Erkennen fundamentaler Ideen. Erkennen verschiedener
Exaktheitsstufen bei der Behandlung der Differential-
rechnung. ( — Grundlegende Einsichten, Reflektieren
Uber Mathematik)

(Bemerkung: Natirlich ist auch dieser Lehrplan als
Rahmenlehrplan zu verstehen, innerhalb dessen man
Schwerpunkte setzen kann und soll. Dies soll aber
nicht dazu;fﬁhren, daB alles Neue "wéggewichtet" und
der Drill-Rechenunterricht friherer Jahre beibehalten
wird.)

Durch die Formulierung "Ldsen von Exponentialglei-
chungen der Form a*=b (etwa beim Untersuchen von
Wachstumsvorgangen)" soll erreicht werden, daB an
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stumpfsinnige Exponentialgleichungen der Form

22x-5,53-x= ... keine Zeit mehr verschwendet wird.

ad e) Z.B.: Allenfalls Wurzelgleichungen: Losen; dabei
Arbeiten mit Gleichungsumformungen, die keine Aquiva-
lenzumformungen sind. (— Exaktes Arbeiten, Kkriti-

sches Denken)

(Bemerkung: Nicht Fertigkeiten!)

Vorschlige zur Realisierung der Intentionen des neuen Lehr-

planes

Im folgenden soll exemplarisch aufgezeigt werden, wie die im
Lehrplan vorgesehenen allgemeinen Ziele im Mathematikunter-
richt angepeilt werden kénnen. Dabei soll =~ im Interesse
einer unmittelbaren Praktikabilitat der Vorschlage - von der
Istsituation der Schulmathematik ausgegangen werden: es
sollen typische Aufgabenstellungen des Mathematikunterrichts
durch zusatzliche Fragestellungen (kursive Schrift) erganzt
werden, sodaf neben Rechenfertigkeit auch Fahigkeiten ange-
peilt werden wie Argumentieren, Darstellen, Interpretieren,
Verallgemeinern, bewuBStes Anwenden von Regeln, kritisches

Denken, u.s.w.

Beispiel 1: a) Berechne auf 2 Arten: 15-3+10-6
b) Beschreibe diese beiden RechenmSglichkeiten
durch eine Formel!
( —» Verallgemeinern, Darstellen)

Beispiel 2: a) Der Nettopreis einer Ware betragt S 4500,-.

Berechne den Preis inkl. Mehrwertsteuer!

b) Begriinde: "Vermehre um 20%" bedeutet:
"Multipliziere mit 1,2"

c) Formuliere selbst eine allgemeine Regel und
begriinde sie! ("Vermehre um pZ ...",
"Vermindere um pZ ...")

( — Argumentieren, Verallgemeinern, Begriinden,

Darstellen)
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Beispiel 3: a) In einem Autobus fahren 17 Erwachsene und 8

Beispiel 4:

Kinder. Der Fahrpreis betragt fur Erwachsene
S 80,-, fir Kinder S 50,~. Berechne die
Gesamteinnahmen!

b) Beschreibe allgemein, wie man die Gesamtein-

nahmen E ermittelt, wenn a Erwachsene und b
Kinder im Autobus fahren und jeweils p bzw. g
Schilling bezahlen!

c) Was bedeutet: a+b, a‘p, a-'p+bq ? Stelle

selbst weitere solche Ausdriicke auf, die
sinnvoll gedeutet werden kénnen!

d) Was &ndert sich, wenn ein Kind genau halb so

viel bezahlt wie ein Erwachsener? Was 4&ndert
sich, wenn gleich viele Erwachsene wie Kinder
im Autobus fahren?

( — Darstellen, Interpretieren, produktives
geistiges Arbeiten, kritisches Denken)

a) Berechne: 100 - (17+12)

b) Berechne dies auf zwei Arten!

c) Formuliere eine allgemeine Regel!
d) Begriinde a-(b+c)=a~b-c

(1) durch eine alltdgliche Situation,

(2) durch Zeichnen und Vergleichen entspre-
chender Strecken,

(3) durch Zuriickflihren auf allgemeine Rechen-
gesetze!

Losung zu (2):

i a
—

0
T

—t— ——

= a-(b+c)
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Lésung zu (3):

a~-(b+c)=x A-B=C e» A=B+C
a = (b+c)+x =

= b+(c+x) A=B+C & A-B=C
a-b = c+x A=B+C ¢=» A-B=C
(a-b)-c = x

Somit: x = a-(b+c) = (a-b)-c¢c = a-b-c

Beispiel 5: a) Berechne: 3:

(T3

b) Begriinde das Ergebnis dieser Rechnung an
einem anschaulichen Beispiel aus dem té&gli-
chen Leben!

(Z.B.:Wie viele Halblitergldser kénnen mit 3
Liter gefitllt werden?)

c) Begriinde diese Rechnung mit Hilfe von
Strecken!

d) Gib eine allgemeine Regel fir das Dividieren
durch einen Bruch an und begriinde sie!

x2+x

2X

Beispiel 6: a) Kiurze:

b) Gib alle verwendeten Regeln an!

c) Was ist falsch an der "Regel": "Gleiche
Zahlen im Zdhler und Nenner kénnen weggelas-
sen wverden."”

Genauso kann man auch in der Oberstufe bei praktisch jeder
Aufgabe entsprechende Fragen anschliefen, die ein geistiges
Durchdringen erzwingen und ein nur kalkulhaftes Abarbeiten
verhindern. Aus Platzgruinden soll dies nur an einem Beispiel
demonstriert werden: 4

Beispiel 7: a) Berechne den TInhalt der Flache, die vom
Graphen der Funktion f: xr— %-(x+1)2-6 und
der 1. Achse im Intervall [0:;5] eingeschlos-
sen wird!

b) Berechne diesen Fldcheninhalt ndherungsweise

(etwva mittels Zwischensummen)!
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c) Erkldre anhand von Aufgabe a) und b), was man

unter einem Integral versteht!

d) Formuliere eine Problemstellung mit Geschwin-
digkeit, Zeit, Weg (etwa Bremsweg), die auf
dasselbe Integral fuhrt!

e) Formuliere den Hauptsatz der Differential-

und Integralrechnung!
b
f) Zeige: V xe[a,b]: f(x)zc » [f(x)dx = c:(b-a)
a

(Natiirlich kénnen und sollen auch in Aufgabe a) bereits
andere Problemstellungen, insbesondere auch aufermathemati-
sche wie Arbeit, Schwerpunkt, u.a., gestellt werden. Der
Schwierigkeitsgrad sollte aber nicht "mutwillig" durch bloSe
Verkomplizierung des Integranden und durch die Notwendigkeit
der Verwendung besonderer Integrationstechniken gesteigert

werden.)

Nicht nur des Lehrplanes und der allgemeinen Ziele wegen,
sondern auch aus lernpsychologischen Grinden sind Aufgaben,
die permanent auf ein grundlegendes Verstandnis abzielen,
den reinen Kalkulaufgaben vorzuziehen. Denn verstandene
verfahren sind auch spater noch eher rekonstruierbar und
daher besser gegen Vergessen geschitzt. Dazu ist aber nédtig,
daR Mathematik auch tatsidchlich als verstehbar erlebt werden
kann. Dies bedeutet insbesondere, daB nicht oder schwer
durchschaubare Kalklile zu eliminieren und durch 1leichter
verstidndliche zu ersetzen sind. Wie angekindigt sollen nun
zwei leicht verstehbare Alternativen fur die Polynemdivision
vorgeschlagen werden. Dabei ist zu bedenken, da8 man sich im
Rahmen der Schulmathematik auf lineare Divisoren, namlich
auf die Anwendung des folgenden Satzes beschranken kann:

£

Ist f eine Polynomfunktion vom Grad n und a eine
Nullstelle von f, so gibt es eine Polynomfunktion g
vom Grad n-1 mit:

f(x) = (x-a)'g(x)
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Beispiel 8: f(x) = x3+6x2+9x+2: f(-2)=0; gesucht: g(x)

Methode 1: Wir verwenden die auch an vielen anderen Stellen
nitzliche Regel von HORNER:

f(x) = £(x) - £(-2) =

2

(3 +6x2+0x42) - ((-2)3+6(-2)2+9(-2)+2) =

[x3-(-2)31+6[x%-(-2) 2)1+9(x-(-2)] =

(X=(=2)) - [X2-2X+4+6 (x+2)+9] = (x+2) - (X2 +4x+1)

Methode 2: Wir verwenden die Mehtode des unbestimmten An-
satzes und des Koeffizientenvergleichs:
x3+6x2+9x+2 = (x+2)-(x2+ax+b) =

= x3 + ax2 + bx +

+ 2x2 + 2ax 2b

x3 + (a+2)x2 + (b+2a)x + 2b

s a+2=6 =» a=4, 2b=2 = b=l

> x3+6x2+9x+2 = (x+2)-(x2+4x+1)

In ahnlicher Weise sollte man an anderen Stellen des Unter-
richts Uberpriifen, ob die Schiller die verwendeten Algorith-
men durchschauen oder nur kochrezeptartig verwenden. Nach
meiner Erfahrung wissen etwa die wenigsten Maturanten, warum
man bei Extremwertuntersuchungen die zweite Ableitung ver-
wenden kann. Man kann nun die Erklarung des Verfahrens
haufig als zusdtzliche Aufgabe verlangen oder eine andere
Methode verwenden. (Vgl. etwa BURGER [1991], Kapitel 2!)
ihnliches gilt auch flur Berihrbedingungen, Tangentenglei-
chungen, u.s.w.

AbschlieBende Bemerkungen

Kalkile sind wichtig: sie erméglichen ein rasches Arbeiten,

ohne (inhaltlich) denken zu mussen.

Ein Ziel des Mathematikunterrichts ist ganz gewif das Ein-
iben von Kalkilen. Aber ebenso gewiB ist, das dies nicht das
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einzige Ziel des Mathematikunterrichts sein darf - insbeson-
dere im Zeitalter des Computers. Uben darf sich daher nicht
auf das Einuben von Kalkillen beschranken, sondern auch
andere Fiahigkeiten missen geibt werden. Das nimmt einige
Zeit in Anspruch, jedenfalls so viel, daB der Aufgabenvorrat
der Schulbucher bei weitem ausreicht. Wenn Jjemand (Lehrer
oder Schiller) glaubt, mit den vorhandenen Aufgaben nicht
auszukommen, so sollte er/sie sich ernsthaft die Frage
stellen, ob er/sie nicht auf dem besten Weg ist, eine sinn-

lose Drillmathematik zu prolongieren.
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